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SUPERPOZICIJA MODALNIH ODGOVORA SPEKTRALNE ANALIZE

Tanja Kalman, Viadimir Sigmund

Prethodno priopéenje
Modalna analiza je standardna metoda linearne seizmicke analize konstrukcija. Superpozicija pojedinih tonova nije standardizirana i postoje raz-
licite preporuke za primjenu pojedinih metoda. U radu su diskutirani rezultati vr$nih dinamickih odgovora numerickih modela armirano-betonske
okvirne konstrukcije s ispunama (s i bez torzionih formi osciliranja) optereceni spektrom odgovora i vremenskim zapisom reprezentativnih potre-
sa. Usporedeni su rezultati dobiveni s tri metode modalne superpozicije: ABS, SRSS i CQC s pripadajuc¢im vrijednostima dobivenim vremenskim
zapisom potresa radi utvrdivanja tocnosti uporabljenih kombinacijskih pravila. Analizirani su rezultati za sve modele i metode superpozicije te su
date preporuke za primjenu pojedinih metoda.

Kljuéne rijeci: spektralna analiza, vremenski odgovor, metode superpozicije, kombinacije modalnih odgovora
Superposition of Modal Responses in Spectral Analysis

Preliminary notes

Modal analysis is a standard method for a structure earthquake response analysis. The combination of various response modes is not standardized
and there are three most often used methods of modal superposition: ABS, SRSS and CQC. Exact results of seismic response are obtained by
time history analysis, we using a set of representative earthquakes. In order to evaluate the validity of different superposition methods, were de-
fined building models that cover a broad range of interest regarding stiffness (and its distribution along the height and in floor) and their response
time histories were analyzed for a set of ground motions that represent soft and stiff ground. The suggestions for everyday use were outlined.

Keywords: spectral analysis, time history, model structures, response combination rules

1
Uvod
Introduction

Jedna od najvaznijih primjena teorije dinamike
konstrukcija u gradevinarstvu je odgovor konstrukcija
pri djelovanju potresa. Za dobivanje odgovora kon-
strukcije ¢esto se za opterecenje potresom koristi zapis
ubrzanja tla u ovisnosti o vremenu (eng. time history).
Odgovori konstrukcije u takvom sluéaju optereéenja
daju referentne vrijednosti, ali u funkciji vremena.

Druga metoda pomocu koje se direktno odreduju
vr$ni odgovori konstrukcije je spektar odgovora (eng.
response spectra). Spektar odgovora se dobiva iz zapisa
potresa akceleracije u vremenu i predstavlja vr$ni od-
govor svih mogucih linearnih sustava s jednim stup-
njem slobode izlozenih odredenoj komponenti potres-
nog opterecenja i prikazuje funkciju vr$nog odgovora
(akceleracije, brzine ili pomaka) u ovisnosti o prirod-
nom periodu 7 ili frekvenciji f. Svaki takav prikaz ima
fiksnu vrijednost koeficijenta prigusenja.

Pri opterecenju gradevine spektrom odgovora do-
bivaju se priblizne vrijednosti vr$nog odgovora jer
kombinacija modalnih odgovora uzima u obzir vr§ne
vrijednosti odgovora za pojedine oblike ne vezujuci se
za vremenski korak u kojem su vr$ne vrijednosti nasta-
le. Ovakva metoda smatra se dostatno to¢nom za inze-
njersku primjenu ukoliko odredena kombinacija mo-
dalnih odgovora daje dostatno referentne vrijednosti.

U radu ¢e se izvrSiti usporedba kombinacija spek-
tralne analize (ABS, SRSS, CQC) s analizom zapisa
potresa u funkciji vremena koja daje referentne
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vrijednosti odgovora za promatrani potres.

2

Modalna analiza i odgovori konstrukcije u ovisnosti
0 vremenu

Modal Analysis and Time History Responses

Modalna analiza je dinamicka analiza linearnih su-
stava s N stupnjeva slobode koja se zasniva na metodi
razvijanja po vlastitim oblicima ili tonovima. Ova me-
toda je primjenjiva ako je vremenska ovisnost sila po-
bude svih masa ista ili razmjerno ista $to u slucaju pot-
resnog opterecenja zadovoljava trazeni uvjet.

RjeSenje problema svodi se na rjeSavanje matri¢ne
diferencijalne jednadzbe:

[m]-{ii+ [e]-fuf+ k] = {p O} M

gdje je:

[m] - dijagonalna matrica masa

[k] - puna matrica krutosti

fii} i} {u} - vektori ubrzanja, brzine i pomaka kata

{p(t)} - opterecenje.

Dijagonalizacijom matrice prigusenja i1 matrice
krutosti rastavlja se diskretan sustav s N stupnjeva slo-
bode na N nezavisnih diskretnih sustava od kojih je
svaki s jednim stupnjem slobode. Ovakvo rastavljanje
se naziva modalna analiza.

Da bi se izvrsila dijagonalizacija matrica ¢i k
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uvodi se transformacija koordinata:
ful=e]{r}. )
gdje je:

{u} - vektor prvobitnih generaliziranih (nepoznatih)
koordinata

[<I)] - matrica transformacije ¢iji su stupci propor-
cionalni vektorima vlastitih oblika

{r} - vektor normalnih koordinata.

Primjenom osobine ortogonalnosti masa, krutosti i
prigusenja

Q) m®;=0; D) k- ®;=0; D) c®,=0;
n#j. 3)
i uvodenjem oznaka za generaliziranu masu M, gene-

raliziranu krutost K, generaliziranu silu P,(f) i genera-
lizirano prigusenje C, za ton n:

M,=®" - m-®,; K, =®" -k-®,; P(t) =D p(t);
Cn:(I)Z;'c'q)n' (4)

dobiva se diferencijalna jednadzba koja se odnosi na n-
ti oblik osciliranja diskretnog sustava sa N stupnjeva
slobode, sljedeceg oblika:

M, Y, +C,-Y,+K, Y, =P(t), n=12,..,N. (5

Modalna diferencijalna jednadzba za ton n (5) vri-
jedi iu slucaju potresa pri cemu je:

P(t)=@) - ps =—@p -m-ii ()1, (6)

gdje je:

pet - vanjske efektivne sile jednake produktu katnih
masa i ubrzanja podloge

Ug(f) - ubrzanje temeljnog tla (podloge)

I - jedini¢ni vektor stupac.

S obzirom da je matrica masa dijagonalna moze se
pisati:

N
o m 1= m®,=L,. (7)
j=1

Vrijednost L, predstavlja faktor uceséa ili partici-
pacije, odnosno iznos s kojim n-ti ton ucestvuje u pri-
jenosu seizmic¢kog optereéenja. Ovaj faktor se smanjuje
s povecanjem broja tona jer je doprinos visih tonova
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u prijenosu seizmickog opterecenja znatno manji zbog
malih vrijednosti pomaka visih vlastitih oblika.

Prema tome u slucaju optereéenja silama potresa
modalna jednadzba (5) poprima oblik:

.. . L
2
Yn+2'€n'wn'Yn+wn'Yn=_[‘;

ug(t) s

n

n=12,.,N. ©)

Rjesenje ove diferencijalne jednadzbe dano je u
poznatoj formi Duhamelovog integrala iz kojeg se do-
biva modalni pomak Y, (t):

t
Y,(0) =~ iy (0)- € 5O sinfo, ¢ —1)]- de

Mn (%)) 0
(10)

J,(0) = [iig (1) &5 ) sinfo,  (c~7)]- d7 . (1)
0

Unutarnje sile u sustavu, popre¢ne katne sile i
momenti, nastale prethodno dobivenim vrijednostima
deformacija sustava, odreduje se primjenom koncepta
ekvivalentnih boc¢nih sila f. To su one sile koje primije-
njene na sustav uzrokuju pomake.

Ukupna poprecna sila u razini temelja zgrade:

NL? o’
Vo(t)z_ZL.L.Jn' (12)
n=an W,p

Ukupni moment u razini temelja zgrade:

N 2
M, = _Zi @y

hyrm-®,-J
n:an Wyp N} ! !

(13)

A nooh

J

Odgovor konstrukcije (deformacija, unutarnje sile,
naprezanja) na djelovanje potresa uzimajuci u obzir za-
pis potresa u funkciji akceleracije tla jednak je zbroju
pojedinac¢nih doprinosa svakog vlastitog oblika u jed-
nom vremenskom koraku:

(€)= 1)+ r )+, )+ 4y (€). (14)

3
Spektralna analiza
Spectral Analysis

U slucaju opterecenja konstrukcije spektrom odgo-
vora dobivenim iz zapisa potresa, pri analizi sustava s
jednim stupnjem slobode vrijedi izraz:

S
umaX=Sd=EV= s (15)

TECHNICAL GAZETTE 14 (2007)(1,2)17-24
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gdje su:

S4 — spektralni pomak

Sy — spektralna pseudo brzina

S, — spaktralna pseudo akceleracija.

U modalnoj analizi ove veli¢ine imaju sljedece oz-
nake u ovisnosti o pojedinim oblicima:

Sdn = Sd(wnﬂgn); Svn =Sv(wn’§n); San =Sa(wn’én)’
n=12,.,N. (16)

Modalni pomak u slucaju spektralne teorije ima
maksimalnu vrijednost:

= L
Yy =—"42.5,. 17
n M dn ( )

n

Maksimalne vrijednosti presjecnih sila u razini te-
melja:

— L2 — L i
V0n= . 'San;M0n= - 'San' hmq)n’

Mn Mn a J J J
n=12,..N. (18)

Maksimalni odgovor konstrukcije (deformacija,
unutarnje sile, naprezanja) na djelovanje potresa, uzi-
majuéi u obzir spektar odgovora, jednak je kombinaciji
maksimalnih pojedinaénih doprinosa svakog vlastitog
oblika pri ¢emu se zanemaruju vremenski koraci u ko-
jima su dosegnute maksimalne vrijednosti.

Kombinacije koje se koriste u spektralnoj analizi
daju vrijednosti priblizne stvarnom odgovoru kon-
strukcije.

ABS — suma apsolutnih vrijednosti (eng. absolute
sum) — modalna kombinacija koja pretpostavlja da sve
vr$ne vrijednosti modalnih odgovora nastaju u istom
vremenskom koraku, pri ¢emu je ukupni odgovor suma
apsolutnih vrijednosti pojedinaénih vr$nih odgovora
tonova:

N
7 S2|rn0|. (19)
n=1

Ova kombinacija daje najveée moguce vrijednosti
odgovora konstrukcije i zbog toga se rijetko koristi u
inzenjerskoj praksi.

SRSS — kvadratni korijen iz sume kvadrata (eng.
square root of sum of squares) — modalna kombinacija
koja kvadrira vr$nu vrijednost svakog oblika. Korijen
sume kvadrata tih vr$nih vrijednosti daje ukupni odgo-
vor:

N 1/2
Ty = (Zrnoz J . (20
n=1
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Ova modalna kombinacija pretpostavlja da su
maksimalne modalne vrijednosti statisticki neovisne.
Kako se radi o kvadratima vrijednosti svaka vr$na vri-
jednost postaje pozitivna. U slucaju konstrukcija kod
kojih je veliki broj prirodnih frekvencija gotovo identi-
can ova pretpostavka neée vrijediti i ova modalna
kombinacija tada nece dati zadovoljavajuée vrijednosti
ukupnog odgovora.

CQC - kompletna kvadratna kombinacija (eng.
complete quadratic combination), predstavlja produkt
vr$nih vrijednosti i-tog 1 n-tog oblika i korelacijskog
koeficijenta p,, za ta dva oblika. Korelacijski koefici-
jent varira izmedu vrijednosti 0 i 1 i jednak je jedinic-
noj vrijednosti za i =n.

NN 1/2
"o 5(2 Pin " Ti0 'rnoJ (21

i=l n=1

Jednadzba (21) moze se napisati i u sljede¢em obliku:

N Vo 1/2
roz(zrn02+z me'no-moJ ji#En. (22)

n=l1 i=l n=1

Jednadzba (22) predstavlja u prvoj sumi kombina-
ciju SRSS koja daje pozitivni ¢lan, s obzirom na to od-
govor dobiven CQC kombinacijom moze biti manji ili
veéi od odgovora dobivenim SRSS kombinacijom.

Korelacijski koeficijent prema Der Kiureghian-u:

Pin = 8 C,C,, (ﬁinCi+Cn)ﬁin3/2 |
(-8, +a28,8.0+ 8,7 Jrale? +22)p,°

(23)
gdje je:
{ - faktor prigusenja
B =9 koeficijent odnosa vlastitih frekvencija i-

n

tog i n-tog oblika.

Ukoliko postoji isti faktor prigusenja za sve tonove
jednadzba (23) se pojednostavljuje i glasi:

2 3/2
Pin = ggz (l+ﬁin )ﬁin . (24)
(l_ﬁin )2+4§ﬁin(l+ﬁin)2

Korelacijski koeficijent naglo se smanjuje ukoliko
izmedu dvije prirodne frekvencije @; 1 @, postoji velika
razlika. To je narocCito slucaj s konstrukcijama s malim
prigusenjem. Za konstrukcije s dobro raspodijeljenim
prirodnim frekvencijama korelacijski koeficijent se gu-
bi pa kombinacijsko pravilo CQC prelazi u SRSS.
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Kombinacijska pravila davati ¢e zadovoljavajuce
vrijednosti za potresne uzbude koje imaju Sirok opseg
vlastitih frekvencija s dugackim fazama visokih ampli-
tuda potresa, koje su nekoliko puta duze od prirodnih
perioda konstrukcije i nisu premalo prigusene, odnosno
modalne kombinacije nece biti pogodne za kratkotrajne
impulsne harmoni¢ne potresne uzbude.

4
Numeriéki modeli
Numerical Models

U numeri¢kom dijelu rada obradeni su rezultati za
pet modela pri ¢emu je svaki od njih bio opterecen s tri
potresa (svaki u dvije horizontalne komponente), te su
usporedivani rezultati vremenskog odgovora i spektral-
ne analize.

Pretpostavljen je koeficijent prigusenja kod svih

tonova od 2,5 % od kriticnog.

Svih pet modela imaju iste tlocrtne dimenzije i vi-
sine etaza, kao i dimenzije konstruktivnih elemenata.

Model A je karakteristi¢ni armiranobetonski okvir,
dok su modelima B i C dodane zidane ispune razli¢ito
razmjestene po tlorisu.

U modelu B1 je zidana ispuna rasporedena simetri-
¢no po tlorisu i visini zgrade, dok je u modelu B2 prim-
jer iste raspodjele zidane ispune po tlorisu, ali s mekim
prizemljem.

U modelu C1 ispuna je rasporedena nesimetri¢no
po tlorisu, ali ima jednolik raspored ispuna po visini,
dok u modelu C2 ispuna rasporedena nesimetri¢no po
tlorisu i visini zgrade (prizemlje ima raspodjelu kako je
prikazano u tablici 1, dok ostale etaze imaju raspodjelu
ispune kao model C1).

Za numericko modeliranje koriSten je program

ETABS ver. 9.1 [3].

Tablica 1. Prikaz geometrijskih i materijalnih karakteristika numerickih modela
Table 1. Scheme of geometry and material characteristics of numerical models

MATERIJALNE
GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE KARAKTERISTIKE
M M :
o I ploda d (cm) 8 beton C30/37 _
D D greda b/h (cm) 30/50 E =3,25x10" kN/m
E E
L L gelik RA 400/500
stup b/h (cm) 50/50 E =2x10° kN/m?
A | Bt
. opeka
= zid d (cm) 20 E 25108 KN/m?

Pri numerickom modeliranju potresnog opterece-
nja koristena su dva nacina: zapis ubrzanja tla u vre-
menu i spektar odgovora za tri potresa u dvije horizon-
talne komponente. Za potresna optere¢enja koristeni su
zapisi potresa s intenzitetom koji odgovara IX. potres-
noj zoni po MSK skali te s vrijednostima maksimalnih
ubrzanja (0,3g - 0,45g). Frekventni sastav potresa

je takav da pokriva podrucje od krutih do mekih tla, tj.
pokrivaju projektno interesantno podrucje.

Smjer sjever-jug zadan je u smjeru x, a smjer istok-
zapad u smjeru y globalnog koordinatnog sustava i is-
tovremeno je zadavana pobuda u dva okomita smjera
(smjer x sa 100 % vrijednosti i smjer y sa 30 % vrijed-
nosti).

Tablica 2. Vrsne vrijednosti potresa
Table 2. Peak values of earthquake

VREMENSKI ZAPIS SPEKTAR ODGOVORA
X X Y
EL CENTRO 0,349g 0,214g 1,154g 0,790g
BAR 0,375g 0,363g 1,235g 1,758g
PETROVAC 0,484g 0,341g 2,5569 1,644g
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Slika 1. Prostorni prikazi i tlorisi modela s raspodjelom zidanih ispuna
Fig. 1. 3D and ground plan scheme of models with distribution of wall filling
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Slika 2. Spektri odgovora za oba horizontalna smjera: crna crta - X smjer i siva crta - Y smjer
Fig. 2. Spectrums of answers for both horizontal directions: black line - X direction and grey line - Y direction
Tablica 3. Vrijednosti perioda za prvih Sest tonova po modelima
Table 3. Values of periods for the first six tones by models
Model A Model B1 Model B2 Model C1 Model C2
OBLIK T, s T, s T, s T, s T, s
1 1,405 0,414 0,755 0,786 0,720
2 1,306 0,357 0,713 0,361 0,423
3 1,304 0,265 0,643 0,299 0,303
4 0,449 0,134 0,194 0,250 0,223
5 0,422 0,118 0,166 0,143 0,138
6 0,419 0,089 0,116 0,118 0,128
5 dobiveni rezultati dali reprezentativne vrijednosti.
Rezultati Spektralna analiza i kombinacije modalnih odgo-
Results vora za sve modele i potrese dale su dostatan raspon

U obradi podataka usporedeni su periodi pojedinih
modela po tonovima i u analizi reakcija vrijednosti do-
bivene kombinacijama modalnih odgovora ABS,
SRSS, CQC i to¢nih vrijednosti dobivenih analizom
vremenskog zapisa potresa.

Prema vremenskoj analizi moze se utvrditi koja ¢e
kombinacija dati to¢nije vrijednosti s obzirom na blis-
kost vrijednosti perioda dva uzastopna oblika odziva
konstrukcije. Ukoliko je vrijednost perioda drugog mo-
da u odnosu na prethodni veca od 90 % prethodne ne
preporuca se uporaba SRSS, nego CQC kombinacije.

Rezultati su se usporedivali na osnovu vrijednosti
poprec¢nih reakcija za oba horizontalna smjera i mome-
nata torzije u rubnim stupovima modela. Prikaz uspo-
rednih vrijednosti po kombinacijama i potresima za
model C1 vidljiv je na slici 3.

6
Zakljuéak
Conclusion

U radu je izvrSena analiza pet modela istih tlocrt-
nih dimenzija i visina etaza, ali razlicitih krutosti po
tlorisu i po visini $to je utjecalo na vrijednosti prirodnih
perioda, formi osciliranja te karakteristika odgovora.

Svi modeli su optereceni potresima u vidu zapisa
potresa u vremenu u dvije komponente te su tako

22

vrijednosti koje su usporedene s reprezentativnima.

Metoda spektralne analize direktno daje idealizira-
ne maksimalne vrijednosti odgovora konstrukcije pot-
rebne za proracun, dok metoda s opterecenjem zapisom
potresa u vremenu daje tocne odgovore konstrukcije,
ali u ovisnosti o vremenu.

Vremenska analiza odgovora konstrukcije, koja da-
je toéne vrijednosti odgovora u vremenu, omogucava
usporedbu rezultata s razli¢itim metodama modalnih
kombinacija. 1z rezultata koji pokrivaju Sirok spektar
frekvencija gradevina od interesa (sa i bez utjecaja tor-
zije), Sirok spektar pobuda (na mekim i krutim tlima)
moze se zakljuciti o uporabivosti metoda:

SRSS kombinacija daje vecée razlike u odnosu na
stvarne toc¢ne vrijednosti odgovora u slucaju tonova s
uzastopnim bliskim vrijednostima perioda. Takve raz-
like pokriva kombinacija CQC. U sluéaju neregularnih
konstrukcija u pravilu se javljaju frekvencije jednolike
u paru tonova pa je preporucljivo koristiti CQC kombi-
naciju.

ABS kombinacija daje uvijek vece vrijednosti §to
je vidljivo i u provedenoj analizi s prosjecnim poveca-
njem od oko 30 % , pa je kao moguca metoda kombi-
nacije modalnih odgovora uporabljiva samo s ciljem
ostajanja na strani sigurnosti.

CQC modalna kombinacija daje najmanja odstu-
panja od to¢nih vrijednosti kod svih razmatranih mode-
la (u prosjeku oko 3 %) te se preporucuje kao najpouz-
danija za inzenjersku praksu.

TECHNICAL GAZETTE 14 (2007)(1,2)17-24
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Slika 3. Reakcije u rubnim stupovima po kombinacijama i potresima za model C1
Fig. 3. Reaction forces in kerb-pillars by combinations and earthquakes for model C1

Tablica 4. Tablica rezultata srednjih vrijednosti po modelima i potresima u odnosu na jedinicne vrijednosti dobivene vremenskim zapisom
Table 4. Results of middle-values by models and earthquakes in relation to values obtained with time entry

ABS SRSS CQC

EL CENTRO 1,364 0,962 0,963

MODEL A BAR 1,252 1,058 1,059
PETROVAC 1,526 0,951 0,954

EL CENTRO 1,200 0,961 0,962

MODEL B1 BAR 1,218 0,962 0,964
PETROVAC 1,216 1,061 1,062

EL CENTRO 1,119 1,098 1,098

MODEL B2 BAR 1,060 1,046 1,046
PETROVAC 1,131 0,990 0,990

EL CENTRO 1,407 1,049 1,048

MODEL C1 BAR 1,351 1,044 1,042
PETROVAC 1,628 1,092 1,083

EL CENTRO 1,482 1,214 1,210

MODEL C2 BAR 1,390 1,114 1,112
PETROVAC 1,112 0,925 0,923
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